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Résumé—Une nouvelle transformation généralisant celle d'Tllingworth-Stewartson permet de ramener
les équations de la couche limite laminaire compressible aux équations de la couche limite incom-
pressible, lorsque les distributions de vitesse extérieure et de température pariétale sont quelconques.
Pour cela, on utilise une enthalpie de référence généralisant celle de Monaghan et Pon néglige les
termes de gradient de pression dans les équations transformées.

La comparaison entre les résultats obtenus ainsi et ceux de I'intégration des équations complétes
dans les cas étudiés par Cohen et Reshotko montre que les profils de vitesse et de température sont
presque identiques, tout au moins quand la température pariétale est comprise entre la moitié et le
double de la température totale. Lorsque la température pariétale décroit, I'erreur augmente en restant
inférieure & 7,3 pour cent, par exemple, pour le coefficient de convection au point d’arrét dans un
écoulement bidimensionnel, le nombre de Prandtl du gaz étant égal A 1.

Lorsque la température de la paroi d’un obstacle quelconque est faible devant la température totale,
{a densité de flux de chaleur pariétale est donnée par une formule différant légérement de celle de Lees.

Abstract—A new transformation, generalizing Illingworth-Stewartson’s, transforms the compressible
laminar boundary layer equations to the incompressible boundary layer equations, for any external
velocity and wall temperature distributions. For this, a reference enthalpy, generalizing Monaghan’s
formula, is employed ; pressure gradient terms are neglected in the transformed equations.

Comparison between results obtained thus and those obtained by Cohen and Reshotko by inte-
grating the full equations shows that the velocity and temperature profiles are almost identical, at
least when the wall temperature lies between half and twice the stagnation temperature. When the wall
temperature decreases, the error rises while staying below 7-3 per cent, for example, in computing the
heat transfer coefficient at a two-dimensional stagnation point with the gas Prandtl number equal to 1.

When the wall temperature of an arbitrary body is small compared with the stagnation temperature,

the heat-transfer rate at the wall is given by a formula differing slightly from that of Lees.

Zusammenfassung—FEine neue Transformation, welche die von lllingworth-Stewartson veralige-
meinert, gestattet es, die Gleichungen der laminaren, kompressiblen Grenzschicht auf die Gleichungen
der inkompressiblen Grenzschicht zuriickzufithren bei beliebiger Verteilung der dusseren Gesch-
windigkeit und der Wandtemperatur. Hierzu wird eine gegenilber Monaghan veraligemeinerte
Bezugsenthalpie verwendet; die Terme des Druckgradienten werden in den transformierten Gleichun-
gen vernachlissigt.

Der Vergleich zwischen den so erhaltenen Resultaten und denen der Integration der vollstindigen
Gleichungen in den von Cohen und Reshotko behandelten Fillen zeigt, dass die Profile der Gesch-
windigkeit und der Temperatur fast identisch sind, mindestens dann, wenn die Wandtemperatur
zwischen der Hilfte und dem Doppelten der Gesamttemperatur liegt. Bei fallender Wandtemperatur
wichst der Fehler an, bleibt aber z.B. kleiner als 7,39 fiir den Ubergangskoeffizienten im Staupunkt
einer zweidimensionalen Strémung bei einer Prandtlzahl des Gases von 1.

Wenn die Wandtemperatur eines beliebigen Hindernisses klein ist gegen die Gesamttemperatur,
ldsst sich die Wiarmestromdichte an der Wand durch eine Gleichung wiedergeben, die etwas von der

Gleichung nach Lees abweicht.

Audoranusi—DB crathe npuBommTca HOBoe 06o0mieHuoe mpeolpasopanue MnnmHrsopua-
CrioapTcoHa, KOTOpOe MO3BOJHET BHBECTH YPABHEHMA JAMMHAPHON MOTPAHHYHOTO CIOsH
AR CMHMAEeMOr0 rasa M3 YpaBHeHNsA JaMHHAPHOro NOTPAHHYHOre Ciog npu Jobom
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pacupeflesieni BHEIINHX NPUCTEHHEIX cuopocTelt u TeMueparyps. Jua DTovo, B OTIHIHE OT
Monarana, uenosassyerca OGOOMEHNAR OTHOCHTEALHAA OHTANLIMA M HE YUYHUTHBAOTCA
4IeHHl rPajifieHTa JaBiIeHuA B npeofpasoBanubIX ypaBHeUHAX.

CpaBHerue NOJYyYeHHHX JAHHBIX C PE3YABTATAMU HHTEIPHPOBAHMA MOJIHBLIX YparHeHuil B
paccmorpennbix Hoxewom m PewoTko cayuamx mnokasmiBaer, 4ro npoQuin CKOPOCTH 11
TCMIIePATypHl II0OYTH TOMECTBEHHH. (. HOMIDKEHHEM TPHCTEHOYHOH{ TeMuepaTypst
NOTPellNOCTE YBeNWUMBAECTCH, ORHaKe OCTaércs MeHbuie 7,39, wanpumep pafd woodu-
UeHTA KOHBeKUNH B KPHTHYECKON! TOYKe ABYyMEPHOro notoxa npu yncie [Ipangrasn pas raza
pasHoM |1. Horna TeMmepaTypa CTeHKH HIDKe LOJHOR TeMIIePATYPHI, TO ILIOTHOCTb HOTOXA
TelwIa Ha CTeHKe Momker OHIThL BHIpAMKeHNA ypaBHEHMEM, HOTOPOe HECKOJILKO OTIHYACTCSA OT

ypasHenus Jlunca.

NOTATIONS
x,  abscisse curviligne prise le long d'un
profil ou d™un méridien;
¥, ordonnée prise perpendiculairement & la

paroi;

R, rayon;

u, composante de la vitesse le long de I'axe
des x;

v, composante de la vitesse le long de I'axe
des y;

6,  température absolue;

a,  célérité du son;

nombre de Mach;

p,  masse volumique;

¢, fonction de courant;

u,  viscosité;

v,  viscosité cinématique;

r,  tension de frottement;

A, coefficient de conductibilité;

chaleur spécifique & pression constante;

y,  rapport des chaleurs spécifiques;

h,  enthalpie massique;

®,, densité de flux de chaleur & la paroi;

8;, température de frottement;

température effective locale;

ps  pression statique;

nombre de Prandtl;

v, facteur thermique pariétal de frottement;

facteur enthalpique pariétal de frotte-

ment;

r., facteur enthalpique pariétal de convec-
tion local;

a, coefficient de convection local;

R,, nombre de Reynolds rapporte & x;

Ch, coefficient de transport d’enthalpie (ou
nombre de Stanton).

Indices inférieurs
e, écoulement extérieur 3 la couche limite;
p,  conditions 2 la paroi;

—~

,  conditions & Parrét en un point quel-
conque;

t, conditions & Uarrét a Pextérieur de la

couche limite;

r,  grandeurs de référence;
/. conditions & la paroi thermiquement
isolée;

1, premidre approximation;
m, conditions a I'enthalpie moyenne.

Indices supérieurs
( )*, grandeurs transformées par la nouvelle
transformation;
(™), grandeurs transformées par la trans-
formation de Cohen et Reshotko;
("), grandeurs correspondant & 'équation de
’énergie sans second membre.

INTRODUCTION

LorsQuE, dans un gaz, les vitesses et les dif-
férences de température ne sont plus tres
faibles, il faut tenir compte de la variation des
propriétés physiques dans les équations de la
couche limite laminaire.

Dans le cas particulier ot la chaleur spécifique
a pression constante ¢, est constante, le nombre
de Prandtl Pr est égal & 1, la viscosité u pro-
portionnelle & la température absolue & et la
paroi de l'obstacle thermiquement isolée, les
équations de la couche limite peuvent se ramener
aux équations de la couche limite incompressible.
Cette possibilité avait ét¢ démontrée rigoureuse-
ment pour la plaque plane par Dorodnitzin [I] ¢t
Howarth [2]. Elle a été étendue au cas ou la
distribution de vitesse extérieure u/(x) est
quelconque par Stewartson [3] et Hlingworth
{41

On sait que, si ’'on abandonne les hypothéses
précédentes, les équations de I'impulsion et de
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Pénergie ne peuvent plus étre rendues indépen-
dantes. Nous allons montrer qu’on peut encore
se ramener a une couche limite incompressible
dans des conditions plus générales et notamment
forsque la température de paroi est quelconque.
Pour cela, nous devrons utiliser certaines hypo-
théses de calcul simplificatrices.

Nous supposerons que le gaz est parfait, mais
que c, est, en général, fonction de 6. D’autre
part, la loi de variation de p en fonction de @ ne
sera pas imposée a priori. Le nombre de Prandtl
Pr sera supposé constant, mais pas forcément
égal a 1.

L’écoulement en dehors de la couche limite
sera supposé isentropique.

1. EQUATIONS GENERALES
1.1. Equations de Prandtl
On sait que les équations de conservation de la
masse, de la composante longitudinale de
Iimpulsion et de I'énergie dans la couche limite
laminaire, dans un écoulement permanent et
bidimensionnel, sont:

&pu)  pv)

“ox U ey 0, O
ou ou du, J ou

pU 7=+ po gy = P gy + é‘;(ﬂ- 5})» @

oh . oh _ dn,
P TP T e

e (u oh ou\?
talmg) ) o

1.2. Equations de von Mises

Effectuons la transformation de von Mises [5]
qui consiste 4 prendre, comme variables indé-
pendantes, I'abscisse x et la fonction de courant
¢ définie par:

1 oy 1 o
;é}; et v == — —~ o o, 4)

U =
et telle que ¢ = 0 lorsque y = 0.
Les trois équations de la couche limite (1),
(2) et (3) se réduisent & deux:
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du du, @ ou

PU Z= = Pty T — pl BT{I(F‘P“"&‘!,) =0, (5)
oh dh. 2 (wpu Oh
Plox — Py — P\ Pr " &

—went (). ©

Prenons comme variables dépendantes:

Z(x’ ‘i}) == ug(x) - uz(xy ‘rb))
T (x’ gy = 9()(" ‘/}) - Be(x)a (7)
et Hi (xs ')") == h(’@ ¥) — ke(x)*

Comme 'enthalpie ne dépend que de 8, T(x, ¥)
sera fonction de H(x, ¢) et de h.(x). En effet:

T(X, ‘f") = B(H + he) - 3(}1& s

la fonction O(h) étant la fonction.inverse de
hB) = [Sc,(6)de.

Les équations (5) et (6) deviennent, en tenant
compte de ’équation d’état des gaz parfaits:

82) L 2u, du,

o7 g
(PP@; “@:a}*T, ®)

R

WWWWWW ol

6H 1 @ Uy du,
ax TP w\FPe) T8, T dx

s & i ¥

avec les conditions aux limites:
lim Z(x, 4) =0, )

x-+0

lim Z(x, ) = u}(x),
g~ 0

lim Z(x, ) = 0,

¢~ o0

e (10)

et:
Im H(x, ¢) = 0,

x-—0

;imo H(x, ) = hy(x) — h(x),  { (11)

lim H(x, $) = 0.

> P
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1.3. Enthalpie de référence

1.3.1. Plague plane. On sait que 'on a pu
intégrer numériquement les équations de la
couche limite sur une plaque plane a température
uniforme en tenant compte de la variation de p
et de Pr en fonction de A. On peut retrouver
respectivernent les valeurs de =, et de &, en
utilisant les formules de la couche limite a
propriétés physiques constantes dans lesquelles
les valeurs de p, de p et de Pr sont celles que
posséderait le gaz pour la méme pression et
pour une enthalpie %, dite enthalpie de référence.

Eckert [6] a remarqué que "on pouvait choisir,
sans grande erreur, pour le calcul de r, et de
D, dans le cas de l'air, la méme enthalpie de
référence, celle-ci étant une fonction linéaire
empirique des enthalpies pariétale /,, effective
herrt et extérieure & la couche limite 4,:

l?r == he + O,SO(h:p - he) + 0,22 (heff - he)a (12)

avec:
hete = h, + r(he — hy), (13)

r, €tant le facteur enthalpique pariétal de con-
vection local, égal environ & [Pr(h,)P/2.

Lorsque le nombre de Prandtl n’est pas con-
stant, I'enthalpie effective n’est égale a I'enthalpie
de frottement ki, que si'ona @, = 0, (hetr = h,,).

Monaghan [7] a montré que l'on avait aussi
une bonne approximation en choisissant
comme enthalpie de référence la moyenne 4,
de Penthalpie par rapport 4 u, x étant laissé
constant:

1
h, = h,, = j B d(u/u,)
[}

724

Si 'on remplace dans les équations u, p et Pr
par les valeurs p,,, pn = p.8./0.. et Pr(h,), on
voit qu'elles se raménent aux équations de la
couchie limite A propriétés physiques constantes.
En remplacant dans (14) A(x, ¢) et u(x, ) par

1 ® o
- j hex, ) L ap. (14)

t L’enthalpie effective est celle qui s’introduit dans la
définition du coefficient de convection:

a

Dy = *c;@;) (hy — heur);

on trouvera plus loin, 1.5.2, une définition plus précise.
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les expressions approchées obtenues ainsi, 'on
obtiendra, pour Pr = 0,725, qui correspond a
la valeur moyenne du nombre de Prandtl de
Pair, Pexpression donnée par Monaghan:

h'r = ke + 0:54 (hg) - he) + 0316 (heff ’— f?e)' (15)

1.3.2. Equations simplifiées. Dans le cas plus
général d’une distribution quelconque de pres-
sion sur un obstacle 3 température non-uniforme,
nous essaierons de généraliser la notion d’enthal-
pie de référence. Si nous examinons les équations
(5) et (6), nous voyons que les propriétés physi-
ques n’interviennent que par le groupement
wpu; il semble donc assez logique d’utiliser
P'enthalpie moyenne (14) comme enthalpie de
référence, de préférence a lenthalpie de paroi
ou a 'enthalpie de I'écoulement libre.

Nous remplacerons donc, dans les équations
(8) et (9), le groupement up, fonction de x et
de ¢, par la valeur p,p,, fonction de x seulement,
qu’'il prendra pour la méme pression p(x) et
I’enthalpie de référence (14). Cette enthalpie sera
déterminée a posteriori 4 l'aide des profils de
vitesse u(x, ) et d’enthalpie A(x, ) obtenus
grice a intégration des équations simplifiées.

Les valeurs de la tension de frottement parié-
tale 7, et de la densité pariétale de flux de
chaleur @, seront obtenues a 'aide des formules
suivantes:

7, = lim (,upu “‘) (16)
g >0 ‘)['
et
1 oh
¢.’D = ;D;- {];h—ino(#pu a()!‘)v (17)
ol xp sera également remplacé par p,p,.
1.4. Equation transformée de I'impulsion
Nous allons poser:
X* = J rPr () dix, )i
o MiPt
> (18)

Yp
* = o d M
y (x) L ot y,

u* = ufe(x),

«(x) étant une fonction que I'on déterminera
plus loin; p, et p, étant la viscosité et la masse
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volumique qu’aurait le gaz & Pextérieur de la
couche limite s’il était ramené isentropiquement
au repos.

L’équation de 'impulsion s’écrira, en utilisant
les grandeurs étoilées, et en posant:

y*
P* = j pau*dy* = ¢, (19)
0
et
Z* = y¥? — y*2 20)
oZ* . o2Z*
o Bepih “a“l;*g =
2u, due T 2 de ‘
— et e — % *®
4, Tdx* e e dx* Z*. @n

Le second membre de Péquation (21) s’annule
lorsque ¢* croit indéfiniment. Nous allons
choisir e(x) de telle fagon que ce second membre
s’annule aussi 4 la paroi.

Il faut donc que:

1 de 8,—6, 1 du,
AT T e w A
«(x) sera défini par la formule:
*8,—40, du,
(x) = C exp [— j e l] . (23)
£ e ue

La constante et 'abscisse x, sont arbitraires et
indépendantes; x, peut étre pris égal a zéro,
sauf si la vitesse u, s’annule a I'origine.

Le second membre de (21) est égal alors a:

_ 24, du, 1 )
8, dx* &(x)
2
oo - -0 (1-%)] -
&/ 24
IR AT B A
0, M, dx pp &)
u%
] (|

Ce terme est peu important, lorsque:

(a) soit, u, est faible;
(b) soit, M, est élevé;
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(c) soit, dM,/dx est faible;
(d) soit, 8, est voisin de 8,, Pr étant voisin de 1.

Nous allons 3 présent négliger le second membre
de Déquation (21), qui se rameéne alors &
I’équation de I'impulsion dans une couche limite
fictive & propriétés physiques constantes p, et p;:

Z*
a;;,i:z

oz*
Gk T hepd® = 0. (25
On peut donc utiliser les méthodes générales
de la couche limite & propriétés physiques con-
stantes comme, par exemple, celles approchées de
Pohlhausen et de Eckert [8] ou celle exacte de
Gortler [9]. On pourra également choisir la
méthode d’intégration par approximations suc-
cessives de la Réf. 10,
Une fois calculée la tension de frottement

pariétale fictive:
Ty = pdou*[oy*),,

la véritable tension de frottement pariétale =,
sera obtenue grice a (16), c’est-a-dire que:

HorPr &
X 26
Tp == s ( )Tm ( )
1.5. Equation transformée de I'énergie
Si l'on fait les changements de variables (18),
(19) et (20), 'équation de énergie deviendra:

OH  ppr O ([ OH\  u du, .
ax*  Pr ap* \" ap*) T 6, dx*

Py oz*

t ! 2( )a¢* a(/';' (27)

1.5.1. Solution particuliére. Soit (H); la solu-
tion particuliére de I'équation (27) correspond-
ant a4 une densité de flux de chaleur nulle 3 la
paroi et (T); la fonction définie par:

(1) = O[(H); + h,] —

nous aurons:

HH)y  pupy D\ | u, du,
ax*f '}%T 3¢* (“ 8‘;!'* f) + g 9 dx* (1) =
£ 32*
K f{t (x ) 81[:* 3#‘* (28)
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(H), doit obéir aux conditions aux limites
suivantes:

lim (H), = 0, }
xk. 50

. , O(H);

tim gz D 29)
¢*]—>0 v og* \

lim (H); = 0. J
* — o

Posons:

(H); = (H);] (). (30)

L’équation (24) devient, en utilisant la relation
(22):

AH)F _ ppi | O *%ﬂﬁ)

ox* Pr of* op*

2 due 923_08 * u? (T)f
T, dgc*[ o, 7 g, ﬁ@}*
wpe Bu* 8z
2 e
Le troisitme terme du premier membre est,
a la paroi, égal a:

2 du, 1
—ue ' dx* : oe’% (B, — ), — ko)

+ (6, — 0. )h, — hp)] =
2 1 M, pp 1
T8 M, dx e, S(x)
X [(6, — 0)(hy — he)
+ (0 — 0)h, — R, |
ol /i; et 8, sont respectivement ’enthalpie et la
température de frottement.
Cette expression est faible dans les cas (a), (b),
(c), (d) envisagés au paragraphe 1.4.
Si nous négligeons le troisiéme terme du
premier membre, nous aurons donc:

‘l

|

G
|

F(32)

QHT _wape 8 BHDEY
éx* ~ Pr ey ag* )
wip,  ou* oZ*

Cette équation est identique a 1’équation de
Iénergie dans une couche limite fictive a vis-
cosité et masse volumique constantes, le nombre
de Prandtl étant resté le méme.

BERNARD LE FUR

Les conditions aux limites (29) combinées
avec (30) montrent que, dans la couche limite
fictive, la paroi doit étre également thermique-
ment isolée. Nous pourrons donc calculer le
facteur enthalpique pariétal de frottement:

b 2
ry = h—h im |- |

P> 0

(34)

Si I'on utilise la méthode de la Réf. 11, on
voit qu’en premiére approximation r, est non
seulement indépendant du gradient de pression,
mais encore du nombre de Mach de 1’écoule-
ment amont:

I'p :rl(Pr):Pré/"Fl(%,%; 5 Iirpr !

J. 63

cette formule étant valable lorsque 4 < Pr < co.

1.5.2. Equation sans second membre. Posons:

A =H— (H), (36)
et:
T=T—(T), (37)
H sera solution de I’équation sans second
membre:
oH  wp, @ * 31:[) u, du, . -
o P o\ Wagr) T, a0
(38)
et satisfera aux conditions aux limites suivantes:
iim A =0, A
x¥ >0 |
¢=£l£10 H = h(x*) — h(x*), .L (39)
lim A = 0. \
> J

Le troisieme terme du premier membre de
(38) est, a la paroi, égal a:

u, du,
0, do* (6, — 6y

w1 dM, ppe 6, — 6
- 9! ‘Me ’d‘-xi Hor Py E(x) ’
Cette expression est faible dans les quatre cas
envisagés au paragraphe 1.4.

(40)
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Si on néglige le troisiéme terme du premier
membre, on obtiendra:

ELH; __ HaPe ,6 (u* d_{{) — 0. 41
ox Pr og* o*

Cette équation est identique a I'équation de
I’énergie sans second membre, dans une couche
limite fictive a viscosité et masse volumique con-
stantes, le nombre de Prandtl étant resté le
méme.

Nous pourrons donc employer les méthodes
de la couche limite & propriétés physiques con-
stantes en y remplagant c,8 par k. Si la tem-
pérature de la paroi est uniforme, on pourra,
par exemple, utiliser les solutions d’Eckert [12]
correspondant au cas ou ¥ = cx*™, comme
Pont fait Brun et Vasseur [13] et Merk [14].
Dans le cas général d’une température de paroi
non-uniforme, on pourra appliquer la méthode
d’intégration par approximations successives de
la Réf. 10, dont la premiére approximation est
décrite dans la Ref. 11.

Une fois calculée la densité pariétale fictive de
flux de chaleur:

x o HePe o O

oF = Pr ¢£1T0 (u 31/;*)’ 42)
on obtiendra la véritable densité paritale de
flux de chaleur @, grice a la formule (17), soit:
Py %
b, vy e(x) ¢P'
On peut définir les enthalpies effectives
locales dans la couche limite fictive de la fagon
suivante: supposons que l’enthalpie pariétale
h,(x*) soit de la forme h, + aP(x*), 'enthalpie
effective locale Aerr(x*), en un point d’abscisse
x* sera la valeur de lenthalpie pariétale pour
laquelle @} s’annule lorsque 'on fait varier le
parameétre a, les expressions p,p, et e(x) restant

inchangées.

Le coefficient de convection local dans la

couche limite réelle sera défini par la formule:

_ 9600,
hy — hett’
Comme h, et e(x) dépendent en réalité de 4,

o et hert en dépendront également et leur con-
sidération offre dans ce cas moins d’intérét

(43)

a

(44

que dans celui ol les propriétés physiques peu-
vent étre supposées constantes. On présentera en
général les résultats des calculs sous la forme de
la fonction @,(x), pour chaque distribution de
température pariétale 6,(x) envisagée.

2. ETUDE DE LA NOUVELLE TRANSFORMATION
La nouvelle transformation prend une forme
plus simple dans deux cas particuliers qui se
présentent assez souvent en pratique.
2.1. Paroi thermiquement isolée
Lorsque ¢, est constant, le facteur enthalpique
pariétal r, se raméne au facteur thermique
pariétal:
6, — 8,
6, — 8,

ryF =

Si I’on choisit pour r 'expression ry(Pr) donnée
par la formule (35), «(x) prend une forme
trés simple.

En effet:

jx 0,1”7—— 66 . due

Be Ue

0

r

— 51 [Log 8.(x) — Log 8,(xg)].  (45)
En choisissant convenablement x, et la constante
de la formule (23), pour que la couche limite
réelle se raccorde, au voisinage du point d’arrét
(ot h; = h,), 4 la couche limite fictive trans-
formée, on obtient:

e(x) = (8./6.)">. (46)

Lorsque lenthalpie de référence #, est prise
égale a I’enthalpie de frottement /,, les formules
de transformation (18) ou I’on a remplacé e(x)
par (46) sont identiques aux formules obtenies
auparavant par Rott [[5], Tani [16] et 'auteur
7.

Ces formules avaient été établies en utilisant
I’équation globale de la quantité de mouvement
et diverses lois hypothétiques de température.
On voit qu’ici cette restriction a été levée puisque
la {oi de température est obtenue a Paide de la
solution de I'équation de I'énergie transformeée.

Si ’'on suppose, en outre, que Pr = 1, on se
raméne a la transformation d’Illingworth-
Stewartson [3, 4], qui ne serait valable rigoureuse-
ment que si la viscosité était proportionnelle a
la température absolue.
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2.2. Paroi a température uniforme

La fonction «(x) prend également, dans ce cas,
une forme simple, lorsque ¢, est constant.

En effet:

* 81} - 6.@ d 2 . .
j P A; = (k — 1) Log [u(x)/uxo)]

xg [

k
-5 Log [0.(0)/04xs)], (47

oll k est le rapport de la température de paroi
8, 4 la température totale 6,
La forme générale de «(x) sera donc:

'u. l«»—ff’gc Ri2
@={) (5]
7/

ol u, est une vitesse de référence qui joue le
réle des constantes de la formule (23).

(48)

3. PROFILS EN ANAMORPHOSE
3.1. Equations de Cohen et Reshotko

Pour savoir si le fait d’avoir négligé certains
termes dans les équations de 'impulsion et de
Pénergie conduit & des résultats différents de
ceux obtenus en intégrant les équations com-
plétes, nous allons examiner un cas ol cette
intégration a été effectude.

Nous utiliserons les formules (18) ol «x)
sera pris égal a (6,/6,)%/2. Nous désignerons les
grandeurs transformées par des lettres sur-
montées d’un tilde:

[ (g,
o P 3:%,
‘ge)lf'zj‘y p
5o §.° - dy,
7 (66, o Pt )
. AN
("

On peut montrer que, dans le cas ou la
température de la paroi 6, est uniforme, ¢, est
constant et Pr est égal & 1, les équations de I'im-
pulsion et de Iénergie se raménent & des équa-
tions différentielles lorsque #, = c&™. Le
nombre de Mach M, & P'extérieur de la couche
limite est alors une fonction paramétrique de
x de la forme suivante:

=

> (49)

J

BERNARD LE FUR

Me = C)‘C‘m/ag,

. 2
X = ”f‘e’.‘(i LY i, “ am
o\ 2 at

3y--1 (50)

2y 1)
) dx,
y étant le rapport des chaleurs spécifiques et a ==
+/{{y — De,8} étant la célérité du son dans le
gaz. La température de référence 6, est une
fonction de ¥ qui sera déterminée aprés l'inté-
gration des équations.

On doit poser:

u i , . .
T LY L I
ou
¥ (vl X .
b=d=n,J(05T) ek, D
et
6; — 8, ks u?
A CV I DR R NCY)

avec

. ’m+1'§8)
N | P B

Les paramétres sont B = 2m/(m + 1) et k»
rapport de la température de paroi 8, a la
température totale 6,.

Les équations de I'impulsion et de I'énergie
deviennent:

1 r 1 — '2+Y0k""‘1 w(),
S g Bl Yolk = D) 1 s
Yo, ~+ fY(; = 0. J

Les fonctions f(B, k; #) et Yy, k; 7) devront
satisfaire aux conditions aux limites suivantes:

F B, k;0) = f'(8, k;0) = 0;

YoB k;0) =1 (56)
et
lim £(B, k; ) = 1; lim Yy(8, ks ) = 0. (57)

Le systéme (55) a été intégré numériquement
par Cohen et Reshotko [18] qui ont obtenu ainsi
les profils de vitesse u{x, y) et de températures
d’arrét 8(x, ¥) sous les formes anamorphosées:

u=uf"B k; 7
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et
0; = 8, + (6, — 8 Yo(B, k; 7).

Pour repasser aux profils réels, on utilisera la
formule paramétrique:

5y—1

=) V)

j L+ k— DY k; %)

. (58)

— 5./ B,k D] d

3.2. Application de la nouvelle transformation

Nous allons voir a présent si la nouvelle trans-
formation définie par les formules (18) avec
Iexpression (48) de e(x) peut s’appliquer au
cas ol la distribution du nombre de Mach
M ,(x) est exprimée a I’aide des formules para-
métriques (50).

A condition que la température de référence
soit la méme, nous obtiendrons, dans la couche
limite fictive:

u¥ = crx*m* 59
avec
(m+1)(k—1)
. m(1—k)+1 60
c* = c( 177) (60)
et
km
* _ —
m* = mi =0+ 1° (61)

On se ramenera donc aux équations de la
couche limite & propriétés physiques constantes,
dans le cas dit des diédres, avec:

o @
Posons:
= o — B 1 7®) ©63)
ou e
b= = b f () e 10, (6
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et
0; — 0, .
» 13
avec
m* -1 u*
e JETTE)

Les équations de I'impulsion et de I’énergie
dans la couche limite fictive sont:

rrr 7" k(1 — £'2) = ) 1
S FT B — ) =0 L 67
Yo+ /Y, =0 J
Les fonctions f(fk, 1; n*) et Yy Bk, 1; %)

obéissent aux conditions aux limites suivantes:

S(Bk, 1;0) = f'(Bk, 1;0) = 0;

Yo(Bk,1;0) =1  (68)
et
lim f'(Bk, 1;7*) = 1;
n lim Y(Bk, 1;7%) = 0. (69)
n¥— 00
3.2.1. Profils de vitesse et de température

d’arrét. Pour pouvoir comparer les profils de
vitesse et de température d’arrét, nous allons
déterminer les rapports u/u, et (6, — 6,)/(6, — 8,)
en fonction de 7, en partant des profils de la

couche limite fictive exprimés en fonction de
*
n- -
En effet, comme § = b = *, on voit facile-
ment que I'on doit avoir:

fB, k; ) = flBk, 15 7). (70)
Nous avons porté sur les Figs. 1-5, u/u, en
fonction de 7, pour les cas suivants:
B =05 k=0 02 06et2,
=1 k=2,
en utilisant les profils de vitesse de la couche
limite & propriétés physiques constantes calculés
par Smith [19].
Nous avons porté sur les Figs. 6 et 7, (8, —

6)/(6, — 0,) en fonction de #, pour les cas
suivants:

=05 k=0et2,

en utilisant les calculs de Gortler [20].
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|,0F 1.0l
s 2
3 0,5} S o5k
1 L | 1 1 | !
0 I 2 3 4 0 1 2 3 4
7 7
Fic. 1.8 =05k =0; Pr=1 FIG. 4.8 =05k =2;Pr=1
Cohen et Reshotko [18] Cohen et Reshotko [18]
O Méthode actuelle. O Méthode actuelle.
1,0l- 1,04 =
3 0,51 0,5}
| Il 1 1 1 1 t 1
o [ 2 3 4 0 i z 3 4
7 7
F1g.2.8 =05, k=02; Pr=1 Fig.5.8=1;k=2,Pr=1
Cohen et Reshotko [18] Cohen et Reshotko [18]
O  Méthode actuelle. () Meéthode actuelle.
1,04 1.0
. bl
B ¢
0,5~ § 0,5k
NS
1 I | ! ] I
0 | 2 3 4 o | 2 3 4
7 7
Fig.3.8=0,5k=0,6;,Pr=1 Fig. 6.8 =05k = 0; Pr =1

Cohen et Reshotko [18] Cohen et Reshotko [18]
O Méthode actuelle. O Meéthode actuelle.
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8 ~61/6-6r

0,51

AN

FIg.7.8=05k=2;Pr=1
Cohen et Reshotko [18]
O Meéthode actuelle.

Les profils de vitesse et de température d’arrét
calculés par les deux méthodes sont presque
indiscernables pour 8 = 0,5, k = 0,6 et 2. Pour
B = 0,5 k = 0 et 0,2, les profils obtenus avec
la nouvelle transformation sont légérement in-
férieurs aux profils de Cohen et Reshotko. Dans
le cas B = 1 et k = 2, on n’obtient évidemment
pas un profil avec survitesse comme celui de
Cohen et Reshotko, mais les profils sont encore
assez voisins.

Remarquons que la comparaison a été faite sur
les profils anamorphosés a I'aide de la variable
7. Pour repasser aux profils réels, il faut utiliser
la formule (58) dans le cas de Cohen et Reshotko,
et la formule suivante:

5y—1

=) ) o

Ok — D Yok, 1 7%
— 56 Bk, 15991 44, (1)

pour les profils obtenus avec la nouvelle trans-
formation.

3.2.2. Coefficients de frottement et de transport
d’enthalpie. Soient la tension de frottement
pariétale:

oi
Fp o= lim (d=}, 72
p T HtPr o ( 355) (72)

et le nombre de Reynolds:

- % u, {0,\12 Jx e Pr (93)1/2
Ro= " =24 2] dx. (73
Vi Vi (06) 0 Heps \ 8y ( )
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Le coeflicient de frottement sera donné par:
27 -~
Gy = = 22 - 1)V (B, ks OR 2 (74)
t¥e
D’apres (26):

2yl
roe= by & L .
" b\ G, v

Le coefficient de frottement local obtenu a
I’aide de lintégration des équations non sim-

plifiées (55), sera donné, en fonction de R,, par:

(75)

27, e,
€= it =,

6 ~
= 21/2 'Z%ot (m + l)l/Zf”(B’ k’ O)Rx—l/2. (76)
tVr

Drautre part, si I'on pose:

ou*
* 1 *
Tp = BiPy .p}‘lino (“ @l/,*)’ 77
et:
Wt
RY =2 (78)
¢
on aura:
* 2r* 1/2 (y* 12 £ *-1/2
(79
D’aprés (26):
HePr (U 2(1_k)(0¢)k *
— I — . 80
fpn (ur) at Tp ( )

Le coefficient de frottement local obtenu a
I'aide de la nouvelle transformation et de ’inté-
gration des équations simplifiées (67) sera donné
par la formule approchée:

re ad
C, = 0 Z—e‘(m + V2 7Bk, 1;0)0R-12. (81)
tVr

La densité de flux de chaleur pariétale dans la
couche limite fictive est obtenue 4 Plaide de
Pintégration des équations non simplifiées (55):

éz) = - .“'tcp(ep - 0,)

1 ~e (4
J(ﬁ;_ : “_x) Yy k:0). (82



286 BERNARD LE FUR

Puisque ferr = 6; lorsque Pr = 1, le coefficient
de transport d’enthalpie local sera alors égal a:

o,
a Ptﬁecp(ep — 01) o

- J ek ok 6y

D’aprés (43):
prpr (0\V2 -
D, =— |+
? HiPt (91) P>

®, )

Peueca)(e; - 05 - I‘ter

s J (") ¥t ks O (89)

h

(84)

et

Ch:

=

/“'tor

B=2m/m+l

Fic. 8. Pr=1
O = + = Cohen et Reshotko [18]
Méthode actuelle.

D’autre part, on a:
o = — i“tcp(ep —6)

b4
m* + 1 uf :
J ("*2" -V—lx*)Yo(Bk, 1:0). (86)

Le coefficient de transport d’enthalpie local
obtenu a I'aide la nouvelle transformation et de
I'intégration des équations simplifiées sera donné
par la formule approchée:

— 'u’.”ae ﬂ! . -0) R—1/2
cn =t S5 ek o R e
Nous avons porté sur les Figs. 8 et 9 les courbes
représentant les variations des expressions:

C‘fﬁ,l/z/(m o2 et C‘h'ﬁ}l‘/z/(m + e

en fonction de B, pour les deux groupes de
formules (76), (81), (85) et (87), k prenant les
valeurs 0; 0,2; 0,6; 1 et 2.

/(m+ 1) 2

= pi/e2
G, Rl

0,2

9 T 5
B=2m/m+ |

FiG. 9. Pr=1
(O ==+ = Cohen et Reshotko [18]
Méthode actuelle.
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Lorsque & = 1, on a évidemment les mémes
courbes. Lorsque & > 1, les formules ap-
prochées (81) et (87) ne sont valables que
lorsque 8 < 2/k.

Pour k£ = 0,6 et 2, les points calculés par
Cohen et Reshotko sont extrémement voisins
des courbes approchées.

Lorsque k = 0 et 0,2, les courbes approchées
sont en-dessous des courbes de Cohen et
Reshotko. Cela concorde avec le fait que les
hypothéses introduites aux paragraphes 1.4 ef
1.5.1 sont d’autant plus justifides que 8, — 8,
est faible.

3.3. Flux de chaleur aux points d’arrét dans un
écoulement bidimensionnel ou de révolution
Au voisinage d’un point d’arrét, on a:

u(x) = x(du,/dx),.

On peut alors montrer, comme au para-
graphe 3.1, en utilisant la transformation de
Mangler [22] pour le cas de révolution, que les
profils de vitesse et de température d’arrét
peuvent se mettre, si ¢, est constant, sous les
formes anamorphosées:

== "Bk Pri) (83)
et
b: — 0, Yo(B, k; Pr; #) (89)
0,0 —9, "0 K
ol
k = 8,(0)/8,
et

=5 )

- D o

B et j prennent respectivement les valeurs 1 et 0
dans le cas bidimensionnel, et les valeurs 4 et 1
dans le cas de révolution.
Les fonctions f(B, k; Pr; 7) et Yo(B, k; Pr; 7))
sont solutions des équations:
0,
} (€2))

ST B 4 Yyk— D] =
Y +PrfY, =0,

avec les conditions aux limites (56) et (57).
U
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La densité de flux de chaleur au point d’arrét
sera donnée par:

)
0, = O =8 i1 4 ) wpsauansy

Y, (B, k; Pr; 0). (92)

La température effective est égale a la tempéra-
ture totale et la température de référence sera
donnée par la formule:

0, = 8, + a(B, k; Pr) [0,(0) — 6], 93)
avec
a8, k; Pr)

= [SYB, k; Pr; ) f'(B, k; Pry ) dii.  (94)

Si T'on utilise la nouvelle transformation, on
pourra poser:

ii == f"(Bk, 1; Pr;n*), 935)
et ’
b: — 6, P 96
p(O)_Bt_Yo(ﬁkl rin®),  (96)
avee
7* = y* \/i,,t(z ;Sk)x*}
_ [0+ @udx)) [
= S e o

Les fonctions f(Bk, 1; Pr; o*) et Y Bk, 1;
Pr; 9*) sont solutions des équations:
} 9%

fll/ +‘ﬁ‘ll + Bk(l ___flz =0,
Yo +PrfY, =0,
avec les conditions aux limites (68) et (69).
La densité de flux de chaleur au point d’arrét

sera donnée par:

[/
@, = SO =0+ ppdufiny

Y Bk, 1; Pr; 0). (99)
La température de référence sera:
8, == 0, + a(Bk, 1; Pr) [0,(0) — 6.},
avec
a(fk, 1; Pr) =

§ “Yo(Bk, 1; Pr;n*) f(BE, 1; Prin*) do*. (101)

(100)
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FPr=t

Kalikhman [2 €] Pr=0,7

@l01/Cs [/1, o (dz/,/dx},}”2

L 1
§] 0,5 1,0 1,5 2,0 -

f(=:9p/5’/

Fic. 10. Point d’arrét dans un écoulement bidimensionnel
7  Squire [24] O Reshotko et Cohen {23] A Miéthode actuelle.

Kalikhmon [26]
Pr=0,7

Lees [21]

0,5 1 H ) 1
[¢] 0,% 1,0 1,5 2,0

k= & /8.

¥

Fia. 11. Point d’arrét dans un écoulement de révolution
[ Brun et Vasseur [13] O  Reshotko et Cohen [23] A Méthode actuelle,
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£:0,5
0,5 ~~Pr=i
V3
0,4}

0,3

alg, k; Pr)

0,2p
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3 Pr=|

I
0 0.5 1,0

k=8, /8

1,5 2,0

F1G. 12. Point d’arrét dans un écoulement bidimensionnel ou de révolution

C  Valeurs calculées avec les profils exacts

On a porté sur les Figs. 10 et 11 les valeurs de
afe, [prpdu,/dx)]2 en fonction de k, pour
Pr = 0,7 et 1, en utilisant les formules (92) et
(99), ol les Y, ont été calculés, d’une part, par
Reshotko et Cohen [23] et, d’autre part, par
Eckert [12].

Lorsque k == 1, on retombe sur les valeurs de
Squire [24] pour le cas bidimensionnel, et sur
les valeurs de Brun et Vasseur [25] pour le cas
de révolution. On voit que les valeurs obtenues a
I'aide de la nouvelle transformation sont voisines
de celles obtenues en intégrant les équations
complétes, surtout lorsque 0,5 < k < 2.

On peut passer ainsi d’une fagon continue de
la théorie de Kalikhman [26] ou 'on néglige le
terme en (u,/6,). du,/dx dans (5) et (6), 2 la
théorie de Lees [21] qui correspond au cas ol
I'on prend e(x) constamment égal 3 u,/u,, quel
que soit &, et ol 'on néglige alors le second
membre de (21) et le troisi®me terme du premier
membre de (38).

On remarquera qu’on peut traiter, avec la
nouvelle transformation, le cas des points
d’arrét en écoulement bidimensionnel ou de
révolution, lorsque ¢, est variable. On a alors:

_ 9,6,[0,(0)]
* TR0 —h

[0 Valeurs calculées avec les profils approchés.

4. OBSTACLE QUELCONQUE A TEMPERATURE
UNIFORME FAIBLE DEVANT LA TEMPERATURE
TOTALE

Lorsque le rapport k tend vers zéro, le gradient
de pression dans la couche limite transformée
s’annule, car alors u% = u,. On aura alors:

“ur 0, p. u, (R)M
¥ =] —r = = =] dx,
L.‘fvt 0, p u \L

RViu, f¥op
pe={2) L' L gy
7 (L) urjopty

L’indice j est égal 2 O pour un obstacle bidi-
mensionnel et 4 1 pour un obstacle de révolution.
Lest une longueur de référence.

La densité de flux de chaleur a la paroi sera
égale a:

(102)

terpr Ritt (hese — By) Y30, 13 Pr; 0)
Pri2[7R% i, p, te dx]12

D,(x) = , (103)

L’enthalpie de référence est domnée par la
formule approchée:
hr =he + a(O, I;Pr)(hp _he)

+ 60, 1; Pr) (hy — k), (104)
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avec
a(0, 1; Pry =

[ Y60, 1; Pryn*) (0, 1; Pr; ¢*) dn* (105)
et

b0, 1; Pr) =
Pr n tr *x Ll
25 fof " dn [ R P [ d
—a(0, 1; Pr). (106)

hy est I'enthalpie de frottement qui est égale a:

15(x)
2 2

by =hy+(rn— 1) 107)

avec
ri = 2Pr [2f P dn* [3F 2P dy*. (108)

Les courbes représentant les variations de
a(0, 1; Pr) et de b(0, 1; Pr) en fonction de Pr
sont portées sur la Fig. 13.

o8 afo, k; Pr) pente

[o.18 0,0147
pente blo,k, Pr)
Loar 20 /%—'
a b od

0,5-0,16
0,15

0,4 L L L 1
9 0,5 ~130- 1,5 2,0

F1G. 13. Plaque plane.

L’enthalpie effective hesr(x), introduite dans
(103), sera calculée en considérant, comme au
paragraphe 1.5.2, la convection sur une plaque
plane ol lenthalpie pariétale est égale 2a
h, — hy(x). Si nous utilisons la méthode de la
Réf. 11:

r(Pr)—1
2

— x*’3/4)—1/3 d [ug(x*’)].

heffl = ht +

x*1/4 j'g*(x*ii/él
(109)
La formule (103) différe de la formule de

Lees [21] en ce que 'on a choisi 'enthalpie de
référence h, donnée par (104) au lieu de 4,, et
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Ienthalpie effective hery donnée par (109) au
lieu de 4,.

Eckert et Tewfik [27] ont obtenu un bon
accord avec les résultats expérimentaux dans
lair de Kemp et al. [28] en utilisant la formule
de Lees avec l'enthalpie de référence d’Eckert
[6], voisine de celle donnée par (104), et /;,
comme enthalpie effective.

CONCLUSION

La transformation présentée ici permet de
ramener, moyennant certaines simplifications,
les équations de la couche limite dans un gaz
parfait aux équations dans une couche limite
fictive & viscosité et masse volumique con-
stantes, mais a4 ¢, variable. Dans cette couche
limite fictive, la distribution de vitesse extérieure
uX(x*) dépend de la distribution réelle de la
température pariétale 6,(x) sur ’obstacle.

On peut donc appliquer, dans le cas des
propriétés physiques variables, toutes les
méthodes mises au point pour la couche limite &
propriétés physiques constantes. Les résultats
obtenus, dans certains cas particuliers, concor-
dent remarquablement avec ceux obtenus par
d’autres auteurs qui ont intégré les équations
non simplifiées, tout au moins dans la zone ou
0,5 < (8,/8,) < 2. Lorsque 0 < (6,/0,) < 0,5,
Perreur croit au fur et & mesure que 6, est plus
faible et que le gradient de pression est plus
élévé, tout en restant inférieure a 7,3 pour cent,
pour le point d’arrét bidimensionnel et Pr = 1,
par exemple.

Lorsque la température de la paroi est faible
devant la température totale, la densité de flux
de chaleur a la paroi d'un obstacle quelconque
est donnée par une formule différant légerement
de celle de Lees.

Cet article constitue le développement d’une
partie de ma theése préparée sous la direction du
Professeur Edmond A. Brun, que je remercie
pour les conseils et l'encouragement que jai
trouvés aupres de lui.
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