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R&n&--Une nouvelle tmnsfo~ation g&ralisant celle ~Illin~o~h-Stew~son permet de ramener 
les equations de la couche limite iaminaire compressible aux equations de la couche limite incom- 
pressible, lorsque lees distributions de vitesse exterieure et de temperature parietale sont quelconques. 
Pour cela, on utilise une enthalpie de reference generalisant celle de Monaghan et t’on neglige les 
termes de gradient de pression dam les equations transformees. 

La compamison entre les resultats obtenus ainsi et ceux de ~int~~ation des equations completes 
dam les cas &dies par Cohen et Reshotko montre que les profils de vitesse et de temperature sont 
presque identiques, tout au moins quand la temperature par&ale est comprise entre la moitie et le 
double de la temperature totale. Lorsque la temperature par&ale decroit, l’erreur augmente en restant 
inferieure a 7,3 pour cent, par exemple, pour le coefficient de convection au point d’arret dans un 
ecoulement bidimensionnel, le nombre de Prandtl du gaz &ant egal & 1. 

Lorsque la tem~rature de la paroi dun obstacle quelconque est faible devant la temperature totale, 
la densite de flux de chaleur par&ale est don&e par une formule differant Iegerement de celle de Lees. 

Abstract-A new transformation, generalizing Illin~orth-Stewartson’s, transforms the compressible 
laminar boundary layer equations to the incompressible boundary layer equations, for any external 
velocity and wall temperature distributions. For this, a reference enthalpy, generalizing Monaghan’s 
formula, is employed; pressure gradient terms are neglected in the transformed equations. 

Comparison between results obtained thus and those obtained by Cohen and Reshotko by inte- 
grating the full equations shows that the velocity and temperature profiles are almost identical, at 
least when the wall temperature lies between half and twice the stagnation temperature. When the wall 
temperature decreases, the error rises while staying below 7~3 per cent, for example, in computing the 
heat transfer coefficient at a two-dimensional stagnation point with the gas Prandtl number equal to 1. 

When the wall temperature of an arbitrary body is small compared with the stagnation temperature, 
the heat-transfer rate at the wall is given by a formula differing slightly from that of Lees. 

Z~me~a~~-Eine neue Transfo~ation, welche die von Illingwo~Stew~son verallge- 
meinert, gestattet es, die Gleichungen der laminaren, kompressiblen Grenzschicht auf die Gleichungen 
der inkompressiblen Grenzschicht zuriickzufiihren bei beliebiger Verteilung der lusseren Gesch- 
windigkeit und der Wandtemperatur. Hierzu wird eine gegentiber Monaghan verallgemeinerte 
~~~enthalpie verwendet; die Terme des D~ckgmdienten werden in den transfo~e~en Gleichun- 
gen vemachlhsigt. 

Der Vergleich zwischen den so erhaltenen Resultaten und denen der Integration der volIstandigen 
Gleichungen in den von Cohen und Reshotko behandelten Fgllen zeigt, dass die Profile der Gesch- 
windigkeit und der Temperatur fast identisch sind, mindestens dann, wenn die Wandtemperatur 
zwischen der Halite und dem Doppelten der Gesamttem~ratur liegt. Bei fallender W~dtem~ratur 
wachst der Fehler an, bleibt aber z.B. kleiner als 7,3 ‘A fiir den ~~rg~~k~~zienten im Staupunkt 
einer zweidimensionalen Stromung bei einer Prandtlzahl des Gases von 1. 

Wenn die Wandtemperatur eines beliebigen Hindernisses klein ist gegen die Gesamttemperatur, 
l&sst sich die WLrmestromdichte an der Wand durch eine Gleichung wiedergeben, die etwas von der 

Gleichung nach Lees abweicht. 

AHuOTauHR-B CTaTbe II~HBOJ&WX HOBOS o606meutioe ~peOGpa3~BaH~e %‘fmlftrsOpWJ.- 

CTRNpTCOHa, HOTOp lfO3BOJIFIeT BbfBWTkf yp3BHeHWf JEiMLfH3pHOl’O IfOl-JXiHWfHO~O CaTfOX 

Wfff CPftUl33MOI’O l’a3a R3 ypaBHeHWI JiaMMlIapHOI’O MOrpaHEiYHOrO CJIOII IQH JIIO60M 
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CpaBHeHMe IIOJIyYettHbIX TfZIIibIX C pe3ynbTElTaMLI HtiTeI'pEIpOI3SlHI%R IIO.?IiblX yp%HeWIii II 

~~C~MOT~~IIIILIX ICOX~HOM A PeuroTKo cayrIaRx noKa:wRaeT, YTO IlpO(KW GIFOI)OCTI,I II 
Te~~epaTyp~ ITO'IT8I TOiQeCTBeIfHLI. c ~OIiI~~eH~e~I ~P~ICTe~e~lHO~ Te~ffepaT~pI~t 

~Orpe~HO~Tb yBe~~~I~BaeTC~, oflaaK0 OCTdTCfI MeNbUJe 7,304, Iianp~I~ep nnsi ~~~~~~~i~- 

Herra IwiseK~tlsI n ~P~TI~~ec~o~~oqI~e &ByMepznro noToIca nprr 4wxe npaHgT.wI gnu faaa 
PaBHOM[i. ICof~a TelvrnepaTypa CT~HKM HIwe qoJIIIon TeMrrepaTyphr, TO KlOTIIOCTb IIOTOKR 

TeIIjIa ~a cTeIIIEe MOHE~T 6brrb wpawerra yparrrieaneM, IEOTOpOe HBCEEOJII>KO OTJIEIYWTCFI OT 

ypaBHeHHR &II4Ca. 

NOTATIONS 

abscisse curviligne prise le long d’un 
profil ou d’un meridien ; 
ordonnee prise perpendiculaire~nent a la 
paroi ; 
rayon ; 
composante de la vitesse le long de l’axe 
des x; 
composante de la vitesse le long de l’axe 
des y; 
temperature absolue; 
ctlerite du son; 
nombre de Mach; 
masse volumique ; 
fonction de courant ; 
viscosite; 
viscosite cin~matique; 
tension de frottement ; 
coefficient de conductibilite; 
chaIeur sptcifique a pression constante; 
rapport des chaleurs sptcifiques ; 
enthalpie massique ; 
densite de flux de chaleur & la paroi ; 
temperature de frottement ; 
temperature effective locale ; 
pression statique; 
nombre de Prandtl; 
facteur thermique parietal de frottement ; 
facteur ent~lpique parietal de frotte- 
ment ; 
facteur enthalpique parietal de convec- 
tion local; 
coefficient de convection local ; 
nombre de Reynolds rapport6 S x; 
coefficient de transport d’enthalpie (ou 
nombre de Stanton). 

Indices infdrieurs 
e, ecoulement exterieur Q la couche limite; 
P2 conditions B la paroi; 

i, conditions a l’arret en un point quel- 
conque; 

1‘, conditions ti l’arret a l’exttrieur de la 
couche Iimite; 

.;. grandeurs de reference; 
conditions a la paroi thermiquement 
isolee; 

1, premiere approximation; 
m, conditions a l’enthalpie moyenne. 

Indices superieurs 
( )*, grandeurs transform~es par la nouveile 

transformation; 
(-), grandeurs transform&es par la trans- 

formation de Cohen et Reshotko; 
(” ), grandeurs correspondant 5 l’equation de 

l’energie sans second membre. 

LBRSQUE, dans un gaz, les vitesses et les dif- 
ferences de temperature ne sont plus trbs 
faibles, il faut tenir compte de la variation des 
proprietes physiques dans les equations de Ia 
couche limite laminaire. 

Dans le cas particulier ou la chaleur speeifique 
a pression constante c, est constante, le nombre 
de Prandtl Pr est egal a 1, la viscosite ,LL pro- 
portionnelle a Ia temperature absoiue B et la 
paroi de l’obstacle thermiquement isolee, les 
equations de la couche Iimite peuvent se ramener 
aux equations de la couche limite incompressible. 
Cette possibility avait Ctt d~montr~e rigoureuse- 
ment pour Ia plaque plane par Dorodnitzin [I] et 
Howarth [2]. Elle a ete &endue au cas oti la 
distribution de vitesse exterieure U,(X) est 
quelconque par Stewartson [3] et Illingworth 
141. 

On sait que, si l’on abandonne les hypotheses 
precedentes, Ies equations de l’impulsion et de 
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l’energie ne peuvent plus etre rendues indkpen- 
dames. Now allons montrer qu’on peut encore 
se ramener a une couche limite incompressible 
dans des conditions plus g&r&ales et notamment 
lorsque Xa temperature de paroi est quelconque. 
Pour cela, nous devrons utiliser certaines hypo- 
theses de calcul sirnp~~catr~~s. 

Nous supposero~s que Ie gaz est parfait, mais 
que c, est, en g&r&al, fonction de 8. D’autre 
part, la loi de variation de p en fonction de 8 ne 
sera pas impose% a priori. Le nombre de Prandtl 
Pr sera suppose constant, mais pas forc~ment 
igat h I. 

L’Ccoulement en dehors de la couche limite 
sera suppok isentropique. 

~.BQUATIONS G~ENERALE~ 
1.1. ~q~~t~o~ de ~r~~dtl 

On sait que les equations de ~onservatjon de la 
masse, de la composante longitudinale de 
l’impulsion et de l’energie dans la couche limite 
laminaire, dans un Ccoulement permanent et 
bidimensionnel, sont : 

f%PUl --I 
ax -t- a(Pe o 

-T-= s (1) 

1.2. ~~~tio~ de van Mises 
Effectuons la transformation de von Mises [5] 

qui consiste B prendre, comme variables inde- 
pendantes, l’abscisse x et la fonction de courant 
# definie par: 

au due 
p” ax - i%% d&- 

Prenons comme variables d~pendantes : 

la fonction 0(h) etant la fonction. inverse de 
~{$) = ~~c~(~)d~. 

Les huations (5) et (6) deviennent, en tenant 
compte de l’equation d’&at des gaz parfaits : 

avec les conditions aux Iimites: 

lim 2(x, I& = 0, 
X-+0 

et: 

lim Z(X, #) = 0, 
s-+m 

lim H(x, $1 = 0, 
X40 

az 
q’ (9) 

~ 

(101 

‘i 

et telle que 11, = 0 lorsque y = 0. 
Les trois equations de la couche limite (I), 

(2) et (3) se reduisent it deux: 
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1.3. Enthalpie de rkfkrence 
I .3.1. Plaque plane. On sait que I’on a pu 

integrer numeriquement les equations de la 
couche limite sur une plaque plane a temperature 
uniforme en tenant compte de la variation de p 
et de Pr en fonction de h. On peut retrouver 
respectivement les valeurs de TV et de tp, en 
utilisant les formules de la couche limite a 
propriites physiques cons&antes dans lesquelles 
les valeurs de TV, de p et de Pr sont celles que 
possederait le gaz pour la mCme pression et 
pour une enthalpie h, dite enthalpie de reference. 

Eckert [6] a remarque que l’on pouvait choisir, 
sans grande erreur, pour ie calcul de rl, et de 
di,, dans le cas de l’air, la mCme enthalpie de 
reference, celle-ci &ant une fonction lineaire 
empirique des enthalpies parietale h,, effective 
heft7 et exterieure ii la couche limite h,: 

h, = h, + O,SO(h, - h,) + 0,22 (heff - h,), (12) 

avec : 

heff = h, + r,(ht - I?,), (131 

P, &ant le facteur enthalpique par&al de con- 
vection local, &gal environ a [P~(!T,)]~‘~. 

Lorsque le nombre de PrandtI n’est pas con- 
stant, l’enthalpie effective n’est Cgale a I’enthalpie 
de frottement hf que si l’on a Qp, = 0, (herf = A,). 

Monaghan [7] a montre que l’on avait aussi 
une bonne approximation en choisissant 
comme enthalpie de reference la moyenne h,,, 
de l’enthalpie par rapport a U, x Ctant laisse 
constant : 

1 m 

s 

a24 =_. 
% 0 

4Xx, 4 a(if d$. (14) 

Si l’on remplace dans les equations ;c1, p et Pr 
par les valeurs pm, pan = ~~~~/~~ et Pr(h,,), on 
voit qu’elles se ramenent aux equations de la 
couche limite a proprietts physiques constantes. 
En remplaCant dans (14) h(x, ~,6) et U(X, +) par 

t L’knthalpie effective est celle qui s’introduit dans la 
dkfinition du coefficient de convection : 

@, = c<a,) fh, - &d; 
B B 

on trouvera plus loin, 1.5.2, une d%inition plus prkcise. 

les expressions approchees obtenues ainsi, I’on 
obtiendra, pour Pr = 0,725, qui correspond a 
la valeur moyenne du nombre de Prandtl de 
I’air, l’expression donnCe par Monaghan: 

h, = h, + 0,54 (I?, - h,) + 0,16 (heff - h,). (15) 

1.3.2. I?quatiuns simplifi~es. Dans Ie cas plus 
general d’une distribution quelconque de pres- 
sion sur un obstacle a tempkrature non-uniforme, 
nous essaierons de generaliser la notion d’enthal- 
pie de reference. Si nous examinons les equations 
(5) et (6), nous voyons que les proprittes physi- 
ques n’interviennent que par le groupement 
,LA~U; ii semble done asset logique d’utiliser 
I’enthalpie moyenne (14) comme enthalpie de 
reference, de preference a l’enthatpie de paroi 
ou B ~enthaIpie de l’ecoulement libre. 

Nous remplacerons done, dans les equations 
(8) et (91, le groupement pip, fonction de x et 
de 9, par la valeur prpF, fonction de x seulement, 
qu’il prendra pour la mCme pression pB(x) et 
l’enthalpie de reference (14). Cette enthalpie sera 
determinee a posteriori a l’aide des profils de 
vitesse u(x, 4) et d’enthalpie h(x, JI) obtenus 
grace a l’integration des equations simplifiees. 

Les valeurs de la tension de frottement par%- 
tale T*, et de la densitt par&ale de flux de 
chaleur Gp, seront obtenues a I’aide des formules 
suivantes : 

et 

oh pp sera egalement remplace par pCrpr. 

I .4. Equation transform&e de l’impulsion 
Nous allons poser: 

y* :.z. “(X) J y P 
- dy, 

i (18) 
0 Pf 

u* = u/+>, J 
c(x) &ant une fonction que l’on determinera 
plus loin; I_L~ et pt &ant la viscosite et la masse 
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volumique qu’aurait le gaz B l’exttrieur de la 
couche limite s’il Ctait ramene isentropiquement 
au repos. 

L’equation de f’impulsion s’ecrira, en utilisant 
les grandeurs ttoilees, et en posant: 

+* = I’.” ,w*@* = $9 (19) 

et 

az* --_ _ * a”zlr - 
8X'" Pt PtU a+*2 - 

2u, du, T 2 da _ - . - . -.. _ - . 
8, dx* c2 E 

75;;;” 2”. (21) 

Le second membre de l’equation (21) s’annule 
lorsque $* croit indefiniment. Nous allons 
choisir e(x) de telle facon que ce second membre 
s’annule aussi A la paroi. 

11 faut done que: 

1 dE 
E dx* 

8, - f$ 1 du, 

0, 
- (22) u, dx”’ 

r(x) sera defini par la formule: 

E(X) = Cte exp - 
F s 

z v? . $f] , (23) 
$0 e 

La constante et l’abscisse x,, sent arbitraires et 
independantes ; x,, peut &tre pris Cgal ZI zero, 
sauf si la vitesse u, s’annule Zi l’origine. 

Le second membre de (21) est egal alors A: 

2u, du, 1 I - --- -. - 8,” ’ dx; - G(x) 

Ce terme est peu important, lorsque: 

(a) soit, tl, est faible; 
(b) soit, M, est &eve; 

(c) soit, dM,/dx est faible; 
(d) soit, es est voisin de 0,, Pr etant voisin de I. 

Nous ahons B present nigliger le second membre 
de l’equation (21), qui se ram&e alors A 
l’equation de l’impulsion dans une couche limite 
fictive B propribes physiques constantes pt et pg : 

aZ* a2z* - ptptu* ----- Z 0. 
ax* a#*” (25) 

On peut done utiliser les methodes generales 
de la couche limite & proprietes physiques con- 
stantes comme, par exemple, celles approchees de 
Pohlhausen et de Eckert [8] ou celle exacte de 
G&tier [9]. On pourra Cgalement choisir la 
methode d’integration par approximations suc- 
cessives de la Ref. 10. 

Une fois calculee la tension de frottement 
parietale fictive: 

r*, = ~&wy*),, 

la veritable tension de frottement par&ale 7p 
sera obtenue grace a (16), c’est-&dire que: 

ELlPS- 
7 - --.--- G(x) T$ 

2, - CLtPt 

1.5. Equation t~an~for~~e de l’bergie 
Si l’on fait les changements de variables (IQ 

(19) et (20), l’equation de l’tnergie deviendra: 

afi PtPt a -~ _ -- * .-- 
ax* PF a#* 

1.5.1. Solution purticuli&e. Soit (H), la solu- 
tion particuliere de l’equation (27) correspond- 
ant A une densit de flux de chaleur nulle a la 
paroi et (T), la fonction dtfinie par: 

(0, = ww, + h,] - e,, 

nous aurons : 
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(H), doit obeir aux conditions aux limites 
suivantes : 

lim (H), = 0, 
.‘i* -+ 0 

lim (H), = 0. 
I 

(I* + m J 
Posons : 

m; = WM~W. (30) 

L’equation (24) devient, en utilisant la relation 
(22) : 

Les conditions aux limites (29) combintes 
avec (30) montrent que, dans la couche limite 
fictive, la paroi doit etre tgalement thermique- 
ment isolee. Now pourrons done calculer le 
facteur enthalpique parietal de frottement : 

. (34) 

Si l’on utilise la methode de la Ref. 11, on 
voit qu’en premiere approximation fh est non 
seulement indtpendant du gradient de pression, 
mais encore du nombre de Mach de l’ecoule- 
ment amont : 

t-h =rl(Pr) -Pr$“F, 

2 du Op - 0, . ..‘[ ~~ -((H)*_ %.<T>f 
u, dx* Op f 20, G(X) 

(31) cette formule ttant valable lorsque i c.z Pr < CO. 

CLtPl au* az* 1 
- 2 *ap’@*’ 1 

1.5.2. Equation sans second membre. Posons : 

I? = H - (H), (36) . ,I 
Le tfoisieme terme du premier membre est, et. 

A la paroi, Cgal a: 

2 du, 
-i, ’ d;* . &&I I(‘, - Of)(hf - h,) 

7 ? = T - (T),. 

I? sera solution de l’equation 

+ (0, - O,)(h, - WI = 
membre : 

(37) 

sans second 

2 1 dMe stat 1 1 
O1 M, ’ dx /+p?_ c”(x) 

1 (32) -$ _ !?$ . >?* - 

x K% - &)(h, - h,) 
(38) 

+ (0, - fl,)(h, - ht)l, I 
et satisfera aux conditions aux limites suivantes: 

oh hf et 0, sont respectivement l’enthalpie et la 
temperature de frottement. 

Cette expression est faible dans les cas (a), (b), 
(c), (d) envisages au paragraphe 1.4. 

lim A = 0, 7 
.r* -i 0 

lim A = /7,(x*) - hf(x*), I / (39) 

Si nous ntgligeons le troisieme terme du 
premier membre, nous aurons done: 

!p” --f 0 

lim A -= 0. 
$* + 00 

I 
J 

premier membre de 
Wf)f* P’F . a;* cu* v& 

Le troisieme terme du 

ax* - Pr 
(38) est, a la paroi, egal a: 

/L[pt au* 3Z” % . du, (0, - 0,) 

2 a+* a** ’ 
(33) Oe dx* 

Cette equation est identique a l’equation de 
l’energie dans une couche limite fictive a vis- 0, IV, dx CLIPS 4x1 . 

cositeet masse volumique constantes, le nombre Cette expression est faible dans les quatre cas 
de Prandtl &ant rest6 le meme. envisages au paragraphe 1.4. 
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Si on neglige le troisitme terme du premier 
membre, on obtiendra : 

aA CLtPt a aA 
ax* -4 1 Pr a+* ld* 87’ = O. 

(41) 

Cette equation est identique a l’tquation de 
l’energie sans second membre, dans une couche 
limite fictive a viscositt et masse volumique con- 
stantes, le nombre de Prandtl &ant rest6 le 
mCme. 

Nous pourrons done employer les methodes 
de la couche limite a proprietts physiques con- 
stantes en y remplacant c,B par h. Si la tem- 
perature de la paroi est uniforme, on pourra, 
par exemple, utiliser les solutions d’Eckert [12] 
correspondant au cas oti ut = CX*~, comme 
l’ont fait Brun et Vasseur [13] et Merk [14]. 
Dans le cas general d’une temperature de paroi 
non-uniforme, on pourra appliquer la methode 
dint&ration par approximations successives de 
la Ref. 10, dont la premiere approximation est 
d&rite dans la Ref. Il. 

Une fois calculee la densite parittale fictive de 
flux de chaleur: 

@* = _ CL!!! lim 
aA 

P Pr $*-So ( 1 U* ap , (42) 

on obtiendra la veritable densite parittale de 
flux de chaleur ap grace a la formule (17), soit : 

On peut definir les enthalpies effectives 
locales dans la couche limite fictive de la facon 
suivante : supposons que l’enthalpie parittale 
Iz,(x*) soit de la forme ht + aP(x*), l’enthalpie 
effective locale Aerr( en un point d’abscisse 
x*, sera la valeur de l’enthalpie parittale pour 
laquelle spp* s’annule lorsque l’on fait varier le 
parametre a, les expressions prpr et c(x) restant 
inchangees. 

Le coefficient de convection local dans la 
couche limite rtelle sera defini par la formule: 

(44) 

Comme h, et c(x) dependent en rtalite de h,, 
a et hen en dependront tgalement et leur con- 
sideration offre dans ce cas moins d’inttret 

que dans celui ou les proprietes physiques peu- 
vent Ctre suppostes constantes. On presentera en 
general les resultats des calculs sous la forme de 
la fonction D,(x), pour chaque distribution de 
temperature parittale e,(x) envisagee. 

2. ETUDE DE LA NOUVELLE TRANSFORMATION 

La nouvelle transformation prend une forme 
plus simple dans deux cas particuliers qui se 
presentent assez souvent en pratique. 
2.1. Paroi thermiquement isolke 

Lorsque c, est constant, le facteur enthalpique 
parietal rh se ram&e au facteur thermique 
parietal : 

e, - et. 
’ = et - ee* 

Si l’on choisit pour r l’expression rl(Pr) donnee 
par la formule (35), E(X) prend une forme 
tres simple. 

En effet : 

s 

x e,, - ee du, 

x0 0, U, 

- ‘; [Log e,cx) - Log e,(xoj]. (45) 

En choisissant convenablement x,, et la constante 
de la formule (23), pour que la couche limite 
reelle se raccorde, au voisinage du point d’art% 
(oti h, = h,), A la couche limite fictive trans- 
formee, on obtient: 

<(x) = (e,/e,y. (46) 

Lorsque l’enthalpie de reference h, est prise 
Cgale a l’enthalpie de frottement h,, les formules 
de transformation (18) oti l’on a remplace E(X) 
par (46) sont identiques aux formules obtenies 
auparavant par Rott [15], Tani [16] et l’auteur 
1171. 

Ces formules avaient ete ttablies en utilisant 
l’equation globale de la quantite de mouvement 
et diverses lois hypothetiques de temperature. 
On voit qu’ici cette restriction a ttt levee puisque 
la loi de temperature est obtenue a l’aide de la 
solution de l’equation de l’energie transform&e. 

Si l’on suppose, en outre, que Pr = 1, on se 
ramene a la transformation d’Illingworth- 
Stewartson [3,4], qui ne serait valable rigoureuse- 
ment que si la viscosite ttait proportionnelle a 
la temperature absolue. 
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2.2% Paroi ri t~~~~rat~r~ u~l~ar~e M, == cP/af, 

La fonction C(X) prend ~galement, dams ce cas, 
une forme simple, lorsque c, est constant. y-1 9 

xrrr; 
En effet: 

x-f- -2-’ 2.$*h 
“t 

y &ant le rapport des chaleurs sp~i~ques et CL = 
.+~‘((r -- I)c,B) &ant la &l&it6 du son dans le 
Paz. La temuerature de reference 5, est une 

(4,) Ton&ion de d qui sera determinCe apres l’inte- 
gration des equations. 

ou k est Ie rapport de la temperature de paroi 
On doit poser: 

Bv it la tempCrature totale 8,. U G 

La forme g&r&ale de E(X) sera done: 
-;= 

r-(, u”, 
= .a% k; 3 (51) 

o-it tl, est une vitesse de rkfdrence qui joue Ie 
role des co~stantes de la formule (23). et 

3. PROFItS EN A~A~ORP~OSE 
3.1. ~~~~~~~~~ de Cohen ert ~es~~~~a 

Pour savoir si ie fait d’avoir negglig& certains 
termes dans Ies equations de ~impulsion et de 
SCnergie conduit a des resultats diB&+ents de 
ceux obtenus en jnt~grant les equations com- 
pletes, nous allons examiner un cas ou cette 
integration a et& ef%ect&e. 

Nous utiliserons ies formutes (18) oti c(x) 
sera pris &gal li (5~~5~~1~z. Nous d~s~gnerons les 
grandeurs transform&s par des lettres sur- 
montees d’un tilde: 

avec 

Les param~tres sont /3 = 2m/(m -t_ 1) et kv 
rapport de la temperature de paroi 5, & la 
temperature totale 5,. 

Les @tations de i’im~ulsio~ et de I’energie 
deviennent : 

J“” +f” + fl[l -f’2 + Y,(k - I)] = 0,) 

Yy -i-q “fr; = 0. 
t (53 

J 

Les fonctions~~~, k; +jf et Y&& k; $) devront 
satisfaire aux conditions aux hmites suivantes: 

j-{/3, k; 0) =f’(& k; 0) = 0; 

Y&l, A”; 0) = I (56) 

et 
On peut montrer que, dans le cas 06 la 

temperature de la paroi 5, est ~n~forme, c, est 
%mmf’(& fi; 4) T=1. 1 $tht Y&3, k; ?j) = 0, (57) 

constant et Pr est 6gal a 1, les equations de l’im- 
pulsion et de l’energie se ram&rent a des Bqua- 

Le systeme (55) a et6 intlgre numeriquement 

tions djff~rentielles lorsque ii, = ~2”. Le 
par Cohen et Reshotko [18] qui ont obtenu ainsi 

nombre de Mach h&e Q I’exterieur de ta couche 
Ies profils de vitesse u(x, y) et de temperatures 

limite est alors une fonction param~triq~le de 
d’arret 5$(x, y) sous les formes a~amo~hos~es: 

x de la forme suivante: u = %.w% k; 3) 
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et et 

ei = 0, + (&I - 8,) Y&8, k; ?i)* ei - et 
__ = Y&k 1; 7*>, 
0, - 4 

(65) 
Pour repasser aux profils reels, on utilisera la 

formule parametrique : avec 

5y-_1 

’ 
q* =y* 

Ji 

m* + 1 uf 

y = (!J”-“&!;+j 2 --I YtX* . (66) 

Les equations de l’impulsion et de l’energie 

s 
’ [1 + (k - l>YO@, k; fj> 

I 

(58) dans la couche hmite fictive sont: 

0 
f”’ + 8” + /3k(l - f’2) = 0, 1 

- +“(/‘3, k; $1 d+j. 
J 

Yb’+SY;=o 
i (67) 

I 
Les fonctions f@k, 1; T*) et Y,@k, 1; T*) 

3.2. Application de la nouvelle transformation obeissent aux conditions aux limites suivantes: 

Nous allons voir a present si la nouvelle trans- 
formation definie par les formules (18) avec 

f(pk, 1 ; 0) = ff(flk, 1; 0) = 0; 

l’expression (48) de E(X) peut s’appliquer au Y,(pk, 1; 0) = 1 (68) 

cas oti la distribution du nombre de Mach et 
M,(x) est exprimee a I’aide des formules para- lim .f’@k, 1; T*) = 1; 
metriques (50). v*+m. 

A condition que la temperature de reference 
soit la mCme, nous obtiendrons, dans la couche 
limite fictive : 3.2.1. 

lim Y,@k, 1; T*) = 0. (69) 1)*+m 

Projls de vitesse et de temphature 
Pour pouvoir comparer les profils de u* = &pm*, 

e (59) 
avec 

cm+ l)(k- 1) -~~- 
m(l-k)+l 

(60) 

et 

m* = km 
m(1 - k) + 1’ 

On se ram&era done aux equations de la 
couche limite a proprietts physiques constantes, 
dans le cas dit des ditdres, avec: 

p* = mz”;l = /3k (62) 

Posons : 

(63) 

ou 

‘b = #* = p&$“$+(/?k, 1; q*), (64) 

d’arr&t. 
vitesse et de temperature d’art&, nous allons 
determiner les rapports u/u, et (ei - Q/(0, - 0,) 
en fonction de 4, en partant des profils de la 
couche limite fictive exprimes en fonction de 
?I*. 

En effet, comme # = 6 = I/*, on voit facile- 
ment que l’on doit avoir: 

f(A k; 3 = f(W, 1; T*>. (70) 

Nous avons Porte sur les Figs. l-5, u/u, en 
fonction de +j, pour les cas suivants: 

/I = 0,5 k = 0 0,2 0,6 et 2, 

/?I=1 k = 2, 

en utihsant les profils de vitesse de la couche 
limite a proprietes physiques constantes calcules 
par Smith [19]. 

Nous avons Porte sur les Figs. 6 et 7, (Qi - 
Q/(0, - 0,) en fonction de 7j, pour les cas 
suivants : 

f3 = 0,5 k = 0 et 2, 

en utilisant les calculs de Gortler [20]. 
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I * I . 
0 I 2 3 4 0 I 2 3 4 

? 4 

F1~.1.~=0,5;k=O;f’r= 1 FIG. 4. fi = 0,5; k = 2; Pr = 1 
- Cohen et Reshotko [IS] - Cohen et Reshotko [ 181 

Ci Methode actuelle. n Methode actuelle. 

A A 

ID- 

P 
b 

I 1 ~ I 

0 I 2 3 4 0 I 2 3 4 

? 9 

F1~.2./3=0,5;k=O,2;Pr= 1 FIG.~.~= l;k=2;Pr= 1 
- Cohen et Reshotko [IS] - Cohen et Reshotko [18] 

0 Methode actuelle. 0 Methode actuelle. 

I t 

0 I 2 3 4 0 I 2 3 

+i i 

FIG. 3. p = 0,5; k = 0,6; Pr = 1 FIG. 6. j3 = 0,5; k = 0; Pr = 1 
- Cohen et Reshotko [18] - Cohen et Reshotko [18] 

0 Mtthode actuelle. 0 Methode actuelle. 
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F1~.7./?=0,5;k=2;Pr= 1 
- Cohen et Reshotko [18] 

0 MCthode actuelle. 

Les profils de vitesse et de temperature d’arret 
calcules par les deux mtthodes sont presque 
indiscernables pour /3 = 05, k = 0,6 et 2. Pour 
fi = 0,5, k = 0 et 0,2, les profils obtenus avec 
la nouvelle transformation sont Egbrement in- 
ferieurs aux profils de Cohen et Reshotko. Dans 
le cas /3 = 1 et k = 2, on n’obtient tvidemment 
pas un profil avec survitesse comme celui de 
Cohen et Reshotko, mais les profils sont encore 
assez voisins. 

Remarquons que la comparaison a CtC faite sur 
les profils anamorphoses a l’aide de la variable 
;i. Pour repasser aux profils reels, il faut utiliser 
la formule (58) dans le cas de Cohen et Reshotko, 
et la formule suivante: 

+ (k - 1) YoW 1; q*> 

- ;~~f”‘(/% 1; ~*)l d+j, (71) 

pour les profils obtenus avec la nouvelle trans- 
formation. 

3.2.2. Coeficients de frottement et de transport 
d’enthalpie. Soient la tension de frottement 
parietale : 

F2, = ptpt lim 
_ aa 

l&O ( > uV ’ 
(72) 

et le nombre de Reynolds: 

x, = sex = Ee Bt l/2 
vt 

vt (O.) 11% (2)“2dx. (73) 

Le coefficient de frottement sera don& par: 

(?f = zi2 = 21j2 (m + 1)1/2f “@, k; O)E;l/2. (74) 
e 

(75) 

Le coefficient de frottement local obtenu a 
l’aide de l’integration des equations non sim- 

plifiees (55), sera don&, en fonction de ?i,, par: 

= 2112 k!! (m + 1)1/2 f”@, k; ())j3,1/2. 
i-44 

(76) 

D’autre part, si l’on pose: 

T$ = ptft lim 
( 1 

u* gi , (77) 
$*+o 

et: 

on aura: 

C;” = $, = 21j2 (m* + 1)1/2f “@k, 1; O)Rf--1’2. 

(79) 

D’apres (26) : 

TV = E. (;)“‘-^‘(;)” T;. (80) 

Le coefficient de frottement local obtenu a 
l’aide de la nouvelle transformation et de l’inte- 
gration des equations simplifiees (67) sera donnt 
par la formule approchee: 

C, = 21j2 L$ (m + 1)‘j2 f “(flk, 1; 0)F;r12. (81) 
7 

La densite de flux de chaleur par&ale dans la 
couche limite fictive est obtenue a l’aide de 
l’integration des equations non simplifiees (55) : 

op = - pt44 - 4) 

52 - kb Y;@, k; 0). (82) 
t 
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Puisque f&if = Bt lorsque Pr = 1, le coefficient 
de transport d’enthalpie local sera alors tgal a: 

D’aprb (43) : 

(84) 

./ 
B 

.// 
./ 

I 2 

,8= 2m/mt I 

FIG. 8. Pr = 1 FIG. 9. Pr = 1 
O-.- Cohen et Reshotko [18] O-.- Cohen et Reshotko [ 181 

- MCthode actuelle. - MCthode actuelle. 

D’autre part, on a: 

@; = - ptcD(ee - 0,) 

J( Y;(/3k, 1; 0). (86) 

Le coefficient de transport d’enthalpie local 
obtenu a l’aide la nouvelle transformation et de 
l’inttgration des equations simplifiees sera donne 
par la formule approchte: 

Nous avons port& sur les Figs. 8 et 9 les courbes 
reprbentant les variations des expressions : 

S;i7$2/(m + 1)112 et z’hEi12/(m + 1)lj2, 

en fonction de j3, pour les deux groupes de 
formules (76), (81), (85) et (87), k prenant les 
valeurs 0; 0,2; 0,6; 1 et 2. 

P” 

,.ck ~2 

0 I 2 

L?= 2m/m+ I 
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Lorsque k = 1, on a ~~demment les memes 
courbes. Lorsque k > 1, les formules ap- 
proch&s (81) et (87) ne sont valables que 
lorsque p < 2/k. 

Pour k = 0,6 et 2, les points calcuEs par 
Cohen et Reshotko sont extremement voisins 
des courbes approchees. 

Lorsque k = 0 et 0,2, les courbes approchtes 
sont en-dessous des courbes de Cohen et 
Reshotko. Cela Concorde avec le fait que les 
hypotheses introduites aux paragraphes 1.4 et 
1.5.1 sont d’autant plus justifiees que 8p - 8, 
est faible. 

3.3. Flux de c~aieur aux go&s d’aw& dam w2 
~cou~ement b~dimensionnei ou de revolution 

Au voisinage dun point d’arr&, on a: 

u,(x) = x(dGW,. 

On peut alors montrer, comme au para- 
graphe 3.1, en utilisant la transformation de 
Mangler [22] pour le cas de revolution, que les 
profils de vitesse et de temperature d’arrtt 
peuvent se mettre, si c, est constant, sous Ies 
formes anamorphosees : 

4f = f ‘@, k; Pr; +j) 
u5 

et 

Oil 

Ji (1 +A &&Wt 
= 

PPPT IS 

2( p dy 

0 

/3 et j prennent respectivement les valeurs 1 et 0 
dans le cas bidimensionnel, et les valeurs 8 et 1 
dans le cas de revolution. 

Les fonctions f (Is, k; Pr; ;i) et Y&9, k; Pr; fj) 
sont solutions des equations: 

f “’ +.f” + B [l -_Y2 + Yotk - 111 = 0, 

r; + Prf Y; =o, 
tgl) 

avec les conditions aux limites (56) et (57). 

U 
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La densiti: de flux de chaleur au point d’arr& 
sera donnce par : 

Y,'(/3, k; Pr; 0). (92) 

La temperature effective est Cgale A la tempera- 
ture totale et la temperature de reference sera 
dorm&e par la formule: 

8, = 81 -F a(& k; Pr) V,(O) - 41, (93) 

avec 

a(& k; Pr) 
= JrYO@, k; Pr; ~)~~, k; Pr; +j) d$ (94) 

Si l’on utilise la nouvelle transformation, on 
pourra poser : 

et 

E = J”@k, 1; Pr ; ‘I*), (95) 

et - et 
---_____ = Y,@k, 1; Pr; q*), 
4m - & (96) 

avec 

Les fonctions f@k, 1; Pr; y*) et Y,cBk, 1; 
Pr; -q*) sont solutions des equations: 

f”’ +$” + fik(l -f’3 = 0, 

Yt + PrfY,’ =0, 

avec les conditions aux limites (68) et (69). 
La densito de flux de chaleur au point d’ar& 

sera do&e par : 

Y@k, 1; Pr; 0). (99) 

La temperature de reference sera: 

0, = & + a@% 1; Pr) P,(o) - 61, (100) 
avec 

a@k, 1; Pr) = 

f * Y,@k, 1; Pr; ?*)f’@k, 1; Pr; q*) dn*. (101) 
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0,3 I f I 1 
0 0,5 I,(J I,5 LO 

-P 

k =8,/c% 

FIG. 10. Point d’arr& dans un &oulement bidimensionnel 
0 Squire [24] 0 Reshotko et Cohen [23] a MBthode actuelle. 

FIG. Il. Point d’arr& dans un 6coulement de r&olution 
Brun et Vasseur [13] 0 Reshotko et Cohen [23] n M&hode actuelle. 
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,4=0,5; Pr=l 

UPr=O,P 

dPr=1 
/3=0,5 

FIG. 12. Point d’ar&t dans un Ccoulement b~djrne~~onnel ou de rkvolution 

0 Valeurs calcul& avec les profils exacts q Valeurs calculkes awe les pro& approchh. 

On a porte sur les Figs. 10 et 11 les valeurs de 
a/c, (~Tpr(du,/dx)>t]112 en fonction de k, pour 
Pr = 0,7 et 1, en utilisant les formules (92) et 
(99), oti les Yi ont Cte calcules, dune part, par 
Reshotko et Cohen 1231 et, d’autre part, par 
Eckert [12]. 

4. OBSTACLE QUELCONQUE A TEMPfiRATURE 
UNIFORME FABLE DEVANT LA TEMPERATURE 

TOTALE 

Lorsque le rapport k tend vers zero, le gradient 
de pression dans la couche limite transformee 
s’annule, car alors u*, = u,. On aura alors: 

Lorsque k = 1, on retombe sur les valeurs de 
Squire [24] pour le cas bidimensionnel, et sur 
les valeurs de Brun et Vasseur 1251 pour le cas 
de revolution. On voit que les valeurs obtenues A 
l’aide de la nouvelle transfo~at~on sont voisines 
de celles obtenues en integrant les Cquations 
completes, surtout lorsque 0,s < k < 2. 

On peut passer ainsi dune facon continue de 
la th&ie de Kalikhman [26] oti l’on neglige le 
terme en (u,,M,). du,fdx dans (5) et (6), a la 
theorie de Lees pl] qui correspond au cas ou 
l’on prend E(X) constamment Cgal a u&,., quel 
que soit k, et oh l’on neglige alors le second 
membre de (21) et le troisieme terme du premier 
membre de (38). 

L’indice j est Cgal a 0 pour un obstacle bidi- 
mensionnel et a 1 pour un obstacle de revolution. 
Lest une longueur de refbrence. 

La densite de flux de chaleur a la paroi sera 
Cgale a : 

On remarquera qu’on peut traiter, avec la 
nouvelle transfo~ation, fe MS des points 
d’arr& en dcoulement bidimensionnel ou de 
revolution, lorsque c, est variable. On a alors: 

@P(X) = 
wrR%(heff - h,) Y,XO, 1; Pr ; 0) 

Pr[2gR2’ /+ Pi Ue d~]l” , (103) 

L’enthalpie de refkrence est don&e par la 
formule approchee : 

h, = h, + a(0, 1; Pr) (It, - h,) 

+ b(O, 1; pr) (h, - h), (104 
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avec 

a(0, 1; 2-V) = 

J; Y,(O, 1; Pr; ?*)f’(O, 1; Pr; T*) dq* (105) 
et 

b(0, 1; Pr) = 

- ~(0, 1; Pr). (106) 

IQ est l’enthalpie de frottement qui est &gale a: 

uxx> 
(107) 

avec 

rh = 2Pr j,"f "pr dy* J$f "2-Pr dy*. (108) 

Les courbes reprtsentant les variations de 
a(0, 1; Pr) et de b(0, 1; Pr) en fonction de Pr 
sont portees sur la Fig. 13. 

FIG. 13. Plaque plane. 

L’enthalpie effective h&), introduite dans 
(103), sera calculte en considerant, comme au 
paragraphe 1.5.2, la convection sur une plaque 
plane oti l’enthalpie parietale est tgale a 
h, - h,(x). Si nous utilisons la methode de la 
Ref. 11: 

h 
rl(Pr) - 1 

en, =h,+ 2 x*1/4 J$(x*3’4 

- x*13/4)-l/3 d [r&x*‘)]. (109) 

La formule (103) differ-e de la formule de 
Lees [21] en ce que l’on a choisi l’enthalpie de 
reference h, donnte par (104) au lieu de h,, et 

l’enthalpie effective heff don&e par (109) au 
lieu de ht. 

Eckert et Tewfik [27] ont obtenu un bon 
accord avec les resultats experimentaux dans 
Pair de Kemp et al. [28] en utilisant la formule 
de Lees avec l’enthalpie de reference d’Eckert 
[6], voisine de celle donnee par (104) et 1~~ 
comme enthalpie effective. 

CONCLUSION 

La transformation presentee ici permet de 
ramener, moyennant certaines simplifications, 
les equations de la couche limite dans un gaz 
parfait aux equations dans une couche limite 
fictive a viscosite et masse volumique con- 
stantes, mais a c, variable. Dans cette couche 
limite fictive, la distribution de vitesse exterieure 
z&x*) depend de la distribution reelle de la 
temperature parietale e,(x) sur l’obstacle. 

On peut done appliquer, dans le cas des 
proprittes physiques variables, toutes les 
methodes mises au point pour la couche limite a 
proprietes physiques constantes. Les rtsultats 
obtenus, dans certains cas particuliers, concor- 
dent remarquablement avec ceux obtenus par 
d’autres auteurs qui ont integre les equations 
non simplifiees, tout au moins dans la zone ou 
05 < (0,/Q < 2. Lorsque 0 < (0,/e,) < 05, 
l’erreur croit au fur et a mesure que e. est plus 
faible et que le gradient de pression est plus 
Cl&C, tout en restant inferieure a 7,3 pour cent, 
pour le point d’arret bidimensionnel et Pr = 1, 
par exemple . 

Lorsque la temperature de la paroi est faible 
devant la temperature totale, la densite de flux 
de chaleur a la paroi dun obstacle quelconque 
est donnte par une formule differant legkement 
de celle de Lees. 

Cet article constitue le developpement d’une 
partie de ma these preparee sous la direction du 
Professeur Edmond A. Brun, que je remercie 
pour les conseils et l’encouragement que j’ai 
trouves aupres de lui. 
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